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一.前言 

奈米科技已經被公認為21世紀最重要的產業之一，這是因為當

材料尺度縮小至奈米等級時，此時材料將具有高的表面積與體積比、

高密度堆積以及高結構組合彈性等性質，這使得材料的物理與化學性

質將不同於巨觀時的現象，也因此推動了許多的學者、專家致力於奈

米科學領域的研究。奈米科技涵蓋的領域甚廣，從基礎科學橫跨至應

用科學，包括物理、機械、材料、光電、生物醫學等領域，例如將金

奈米粒子與生物分子結合，便可作為DNA及免疫蛋白的檢測[1-3]。

另一方面，由於奈米金屬特殊的光學特性，近年來已引起科學家極大

的興趣，並著眼於近場光學的研究[4-6]，希望能藉此突破幾何光學的

繞射極限問題，而達到操控光波的目的。 

由實驗可以發現，金屬奈米粒子會吸收及散射光的能量，當這些

粒子吸收了光的能量以後，粒子內的自由電子會因此被極化，並且隨

電磁場振盪而運動以反抗外在電磁場的穿透，當金屬奈米粒子大小遠



小於光波波長時，則在特定的頻率下，將會引發整體金屬奈米粒子內

自由電子的集體運動，因而造成極強的遠場散射與極強的近場電場放

大；而在金屬奈米粒子中，這種自由電子「集體式」的運動的行為，

則稱為局部式表面電漿共振(surface plasmon resonances, SPR)[6-10]。

經由實驗指出，當粒子的長度越長，即粒子細長比越大時，較容易與

波長較長的光發生共振，所以可以藉由改變粒子的形狀和大小，而達

到特定波長的光波散射與吸收。實驗結果[11,12]亦顯示，當結構粒子

的尺寸在2nm以上時，則量子效率(quantum yield )可以忽略不計並可

透過Maxwell電磁理論來探討粒徑在10 100nm− 之金屬奈米粒子與光

的交互作用；基於這樣的動機，本文中將探討一二維具有細桿形狀

(rod)之金奈米粒子的表面電漿子現象。 

2. 本研究中所會用到的理論基礎，並說明以 Maxwell 方程式為統御

方程式，描述空間中電磁場的時變關係式，定義邊界條件及向量波函

數，並且以向量波函數當作基底函數，進而展開電、磁場。接著，介

紹本研究所使用的數值方法(多重中心展開法)，並利用其基本觀念展

開各區域的電、磁場，透過在散射體邊界上取點並滿足邊界條件，進

而得到一係數矩陣方程式，再以奇異值拆解法求解得到電、磁場中的

散射及折射係數，最後將推導散射截面積(scattering cross section, SCS)

與吸收截面積(absorption cross section, ACS)的數學表示式。 



且將探討一磁場在 z軸方向極化之平面波入射場，並透過多重中

心展開法來模擬一二維具有細桿形狀(rod)之金奈米粒子的表面電漿

子現象。嘗試在不同角度的平面波入射以及變化散射體之細長比的條

件下，透過散射截面積、吸收截面積與波長的關係找出金奈米粒子的

散射截面與吸收截面共振波長，並觀察在達到共振波長時，金奈米粒

子以及核-殼奈米粒子周圍電磁場的增益現象；以及探討兩顆金奈米

粒子之間的電磁場交互作用。 

 

二.電磁理論 

Maxwell 方程式及邊界條件[31] 

Maxwell 方程式主要由四條微分方程式所構成，分別為 
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其中， ( , )tE r 、 ( , )tD r 、 ( , )tH r 與 ( , )tB r 分別為電場強度、電通量密度、

磁場強度以及磁通量密度；而電磁場波源 ( , )tJ r 、 ( , )tρ r 分別為電流

密度及電荷密度。 



若將( )2.1 式與( )2.2 式的左、右兩方同時對邊界為C，面積為S 的

開放表面做面積分運算，並應用 Stokes’s theorem，便可以得到： 
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同理，把 ( )2.3 式與( )2.4 式之左、右兩方對由封閉曲面S 所包圍的體

積V 做體積分運算，且用 Divergence theorem，亦可以得到： 
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而方程式 ( )2.5 至( )2.8 式，則稱為 Maxwell 方程式的積分形式。 

對於線性材料而言，由於 Maxwell 方程式是線性微分方程式，因

此在穩定狀態中，任何的時變場，都可以由不同頻率下之簡諧解作線

性疊加來表示。本文中將僅考慮在頻率域中的反應，並假設電磁場與

時間的關係僅包含在時間因子 j te ω 中；其中， j 為單位複數，ω及 t 分

別為電磁波的入射頻率與時間變數。 

 ( ) ( )jω∇× = −E r B r  ( )2.9             

 ( ) ( ) ( )jω∇× = +H r J r D r  ( )2.10  

 ( ) ( )ρ∇ ⋅ =D r r  ( )2.11  

 ( ) 0∇ ⋅ =B r  ( )2.12  



由於這些物理量僅為位置向量r的函數，為了書寫方便，在之後的文

章中將直接以E、D、H與B以及J、ρ來表示，而省略其自變數-

位置向量r。 

當我們所考慮的區域為線性且等向的介質材料時，電通量密度D

與電場強度E平行，磁通量密度B與磁場強度H平行，且彼此之間會

滿足組成律(constitutive law)的關係： 

 ( )ε ω=D E  ( )2.13  

 μ=B H ( )2.14  

其中，ε 、μ分別為介電係數(permittivity)與導磁係數(permeability)。

由於金屬粒子的介電係數為頻率的函數，一般的使用上，多半採用

Drude model [12]，或根據1972年由 Johnson 與 Christy 兩位學者[32]

的實驗數據。而本文中的算例將一律使用 Johnson-Christy 的實驗數

據，並經由三次樣條曲線(cubic spline)內插而得到金的介電係數與波

長的關係。 

Maxwell 方程式的微分形式，要求電磁場在空間中的任一點為解

析，適用於介質為連續變化的區域。當在跨越存在兩種不同介質的邊

界時，介電係數與導磁係數勢必會產生劇烈的變化，若以巨觀的角度

來看，一般把這些變化看成是不連續的，並因此使得場向量本身可能

產生相對應的不連續性。利用 Maxwell 方程式的積分形式 ( )2.5 至



( )2.8 式，可進而推導得到電磁場中的邊界條件： 

 1 2( )× − =n E E 0 ( )2.15  

 1 2( ) s× − =n H H J  ( )2.16  

 1 2( ) 0⋅ − =n B B  ( )2.17  

 1 2( ) sρ⋅ − =n D D  ( )2.18  

其中，下標1、2分別代表介質1與介質2，n為界面上的單位法向量，

其方向定義為由介質2指向介質1；而 sJ 及 sρ 分別為介質界面上在三

維空間中的面電流密度跟自由電荷面密度，若在二維空間中則為線電

流密度以及自由電荷線密度。 

由於 ( )2.15 式與 ( )2.16 式加上連續條件，便可導出 ( )2.17 式與

( )2.18 式。因此， ( )2.15 至 ( )2.18 式這四條邊界條件並非彼此線性獨

立。事實上，( )2.15 式等價於 ( )2.17 式；而 ( )2.16 式等價於 ( )2.18 式，

故在求解物理問題時，僅需兩條獨立的邊界條件即可。 

2.2 齊次向量 Helmholtz 方程式[30] 

對於無電磁波源的區域，即 =J 0、 0ρ = 。此時對 ( )2.9 式之左、

右兩方作旋度運算並利用組成律與( )2.10 式，且令 =J 0，可得: 

 2ω εμ∇×∇× − =E E 0  ( )2.19  

同理，對 ( )2.10 式之左、右兩邊作旋度運算並利用組成律與 ( )2.9 式，



且令 =J 0，可得: 

 2ω εμ∇×∇× − =H H 0  ( )2.20  

根據向量恆等式 2( )∇×∇× =∇ ∇ ⋅ −∇F F F ，以及 ( )2.11 式及 ( )2.12

式，並考慮 0ρ = 的條件，便可將( )2.19 式及( )2.20 式改寫成齊次向量

Helmholtz 方程式的形式： 

 2 2+k∇ =E E 0  ( )2.21  

 2 2+k∇ =H H 0 ( )2.22  

其中， k ω εμ= 稱為波數(wave number)，與所要考慮之電、磁場的

材料性質有關。 

齊次向量 Helmholtz 方程式對求解電磁場問題時，提供了相當程

度的便利性，因為它成功的解決了 Maxwell 方程式中電場與磁場彼此

耦合的情況。值得注意的是，滿足無電磁波源的 Maxwell 方程式中電

磁場必然滿足齊次向量 Helmholtz 方程式；然而滿足( )2.21 及( )2.22 式

之任意兩個E、H，則必須再配合( )2.1 及 ( )2.2 式，才會滿足 Maxwell

方程式。 

2.3 向量波方程與純量波函數[30] 

在直角座標中，齊次向量 Helmholtz 方程式可直接將其寫成分量



式，進而得到 x、 y及 z互不耦合的純量 Helmholtz 方程式；然而，對

於圓柱座標以及球座標而言，則沒有如此便利性。根據[30]，在圓柱

座標下，電場E及磁場H可以由向量波函數L、M及N的線性組合來

表示，其中L、M與N分別定義為： 

 n nψ=∇L  ( )2.23  

 ( )n n zψ=∇×M e  ( )2.24  

 ( )1 1
n n zk k

ψ= ∇× = ∇×∇×N M e  ( )2.25  

其中， ze 為 z軸方向之單位向量； nψ 為圓柱座標中的純量波函數，即

滿足齊次純量 Helmholtz 方程式 2 2 0kψ ψ∇ + = 的所有解。 

本文中，將探討一圓柱在 z軸上無限延伸的物理問題，且波的傳

播方向僅在 xy平面，而沒有 z軸分量之橫向模態(TE mode )。因此，

純量波函數 nψ 應僅為 r、θ的函數，故可將圓柱座標中的 Laplace 運

算 子 簡 化 為
2 2

2
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2 2 0kψ ψ∇ + = 可得： 

 ( )1( , ) , ~jn
n nr Z kr e n

k
θψ θ = = −∞ ∞  ( )2.26  

其中，n為整數, ( )nZ kr 為滿足 Bessel 方程式的解。 

由於 Bessel 方程式為一條二階微分方程式，因此會存在有兩組線



性獨立的解。而當n為大於零的整數時，第一類 Bessel 函數 ( )( )nJ kr 、

第二類 Bessel 函數 ( )( )nY kr ；以及透過 ( )nJ kr 與 ( )nY kr 所線性組合而

成 的 第 一 類 Hankel 函 數 ( ) ( )( )1
nH kr 與 第 二 類 Hankel 函 數

( ) ( )( )2
nH kr ，皆為 Bessel 方程式之線性獨立解。因此， ( )nZ kr 可由

上述四類函數中任取兩類函數進行線性組合而構成通解，其函數的選

擇可由所考慮的電磁場區域是否包含座標原點而定。下標n帶有絕對

值的原因在於純量波函數，( )2.26 式中，n的範圍在−∞與∞之間，而

上述四種 Bessel 方程式的解，則必須在 0n > 時，才為線性獨立解，

故加上絕對值以確保其獨立性。 

當考慮的電磁場為包含座標原點的區域時，習慣上選用第一類

Bessel 函數與第二類 Bessel 函數當作 Bessel 方程式的兩個線性獨立

解。由於第二類 Bessel 函數在原點具有奇異性，此時為了滿足電磁場

在原點為解析的特性，即在 0r = 處的函數值為有限，因此 ( )2.26 式中

的 ( )nZ kr ，最後將只會剩下 ( )nJ kr 這一項。若考慮的電磁場為不包

含座標原點且距離座標原點為無限遠之區域時，則習慣上選用第一類

Hankel 函數與第二類 Hankel 函數作為 Bessel 方程式的兩個線性獨立

解。此時，為了確保散射場滿足外傳波的輻射條件，以及配合時間因

子為 j te ω，所以( )2.26 式中的 ( )nZ kr ，最後僅會留下 ( ) ( )2
nH kr 這一項。

最後，當考慮的電磁場是不包含座標原點的中空區域時，例如核-殼



散射體中的殼層部分，此時便沒有原點為解析及外傳波的輻射條件可

供使用，因此( )2.26 式中的 ( )nZ kr ，必須選取為 ( )nJ kr 與 ( ) ( )2
nH kr 之

線性組合。 

對於無電磁波源之電磁場，亦即 0∇ ⋅ =E 、 0∇ ⋅ =H 。由( )2.23 式

可知， 2 2 0n n nkψ ψ∇ ⋅ = ∇ = − ≠L ，因此對於無散場而言，無電磁波源

之電場E與磁場H僅為M及N的線性組合，而不用考慮L 的貢獻。將

( )2.26 式代入( )2.24 、( )2.25 式中，便可得到在圓柱座標下的M、N表

示式： 

 ( ) ( )'jn jn
n rn n

jn Z kr e Z kr e
kr

θ θ
θ= −M e e  ( )2.27  

 ( ) jn
n znZ kr e θ=N e  ( )2.28  

本文中，將考慮兩種電磁波源的入射，一為波傳播方向與電場極

化方向皆在 xy平面上，且磁場極化方向僅在 z軸上之平面電磁波。另

一為輻射電場極化方向在 xy平面上，而磁場極化方向僅在 z軸上之電

偶極波源場。由於散射體為一在 z軸上無限延伸的圓柱，且入射波源

亦不隨 z改變而有所變化，因此整個散射問題的磁場極化方向皆會在

z軸上，故僅需 nN 即可完整的描述磁場；同樣地，亦僅需 nM 便可完

整的描述電場。最後，電場及磁場可表示成： 
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將( )2.29 式代入( )2.9 式中，可以得到： 

 n n
n

a jω
∞
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∇× = − ∇× = −∑E M B  ( )2.31  

利用( )2.25 式之互旋關係以及組成律，可將 ( )2.31 式改寫成： 

 n n
n

k a
jωμ

∞
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= ∑H N  ( )2.32  

比較( )2.30 與( )2.32 式，便可得到 na 與 nb 兩者之間的關係。 

由[33]，滿足 Bessel 方程式的解，在n為整數時具有以下的特性， 

 ( ) ( ) ( )1 n

n nZ kr Z kr− = −  ( )2.33  

為書寫方便，可藉由重新定義 ( )2.29 與 ( )2.32 式中，小於零的係數

( )1 n

n nc a= − ；再利用( )2.33 式，將( )2.27 與 ( )2.28 式中 ( )nZ kr 下標n所

帶之絕對值去除，依然可以得到相同的答案。將( )2.32 式加以展開便

可輕易的觀察出其間的關係： 
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其中， 
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並重新定義 

 ( ) ( )'jn jn
n n r n

jn Z kr e Z kr e
kr

θ θ
θ= −M e e  ( )2.35  

 ( ) jn
n n zZ kr e θ=N e  ( )2.36  

2.4 電磁場基底函數[32,27] 

考慮一入射電磁場照射在一二維任意形狀之散射體上，使得散射

體內部之自由電荷與束縛電荷產生振盪，而這些電荷的運動又在物體

內、外建立了二次場。利用 ( )2.29 式與 ( )2.32 式即可完整且唯一的描

述此現象，但是描述不同區域的電磁場需要不同的基底函數，這在2.3



節已詳細討論過。 

現在我們將定義一種專屬的符號，以便往後我們能清楚地由符號

知道 ( )nZ kr 所選取之函數。此時，將 ( ) ( )n nZ kr J kr= 代入 ( )2.35 與

( )2.36 中，可以得到： 

 ( ) ( )'ˆ jn jn
n n r n

jn J kr e J kr e
kr

θ θ
θ= −M e e  ( )2.37  

 ( )ˆ jn
n n zJ kr e θ=N e  ( )2.38  

同樣地，將 ( ) ( ) ( )2
n nZ kr H kr= 代入( )2.35 與( )2.36 中，可以得到： 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 'jn jn
n n r n

jn H kr e H kr e
kr

θ θ
θ= −M e e  ( )2.39  

 ( ) ( )2 jn
n n zH kr e θ=N e  ( )2.40  

因此，包含座標原點區域之電磁場，可以重新定義成： 

 ˆ
n n

n

c
∞

=−∞

= −∑E M  ( )2.41  

 ˆ
n n

n

k c
jωμ

∞

=−∞

= ∑H N  ( )2.42  

其中，未知係數 nc 可由邊界條件求得。而不包含座標原點且距離座標

原點為無限遠之區域電磁場，可以表示成： 

 n n
n

d
∞

=−∞

= −∑E M  ( )2.43  



 n n
n

k d
jωμ

∞

=−∞

= ∑H N  ( )2.44  

其中，利用邊界條件可決定未知係數 nd 。最後，不包含座標原點之中

空區域電磁場，可以表示成： 

 ( )ˆ
n n n n

n

e f
∞

=−∞

= − +∑E M M  ( )2.45  

 ( )ˆ
n n n n

n

k e f
jωμ

∞

=−∞

= +∑H N N  ( )2.46  

其中，未知係數 ne 、 nf 將可透過邊界條件決定。 

2.5 多重中心展開法[26,35-39] 

在上一節的討論中，我們知道不管散射體的形狀為何，其電磁場

皆可依照所考慮的區域由 ( )2.41 至 ( )2.46 式所決定，但在數值計算上

並沒有辦法計算無窮級數的疊加；因此，在進行數值分析時，常在收

斂的情況下，只疊加有限項而捨去其高階級數的運算。然而，當我們

所考慮的散射體不再是簡單的圓柱形狀時，或是入射場不再是簡單的

平面波時，此時就必須使用到高階的級數才能達到所期望的精度；但

是當使用高階 Hankel 函數時，便會有計算機的捨去誤差(round-off 

error)出現，且該捨去誤差比低階的 Hankel 函數還大，這樣的結果將

不利於數值求解線性聯立方程組。因此，單純的增加基底函數的階數



會有數值處理上的困難，但是過少的展開階數則是在理論上忽略了高

階項的貢獻。為了解決上述的問題，將使用多個波源來展開電磁場，

以降低展開階數而改善捨去誤差，而稱這種方法為多重中心展開法

(MMP)[26]。 

1967 年 Vekua[35]證明了在一多連通區域 (multiple connected 

domain)，若每一個區域內放置一個展開中心做級數展開，並疊加這

些展開中心所展開的級數，在足夠的級數展開項數下並適當的決定展

開係數，則這樣的級數解是滿足完整性但是並不唯一；這是因為每個

展開中心所展開的級數均可為一組完整的級數解，所以在多個展開中

心的情形下，仍會滿足完整性但是係數則不唯一。對於大多數的一般

情況而言，在每一個區域引入多個展開中心做展開，在數值運算上會

有更好的結果[37]。因此，在一般的使用中都是採取引入多個展開中

心做展開以降低級數的展開階數，而非使用稀少的展開中心將所展開

的級數展開到高階來求得問題的解[39]。 

多重中心展開法是相對較新且快速發展的一種研究電磁學邊界

值問題的方法，Hafner[26]於1980年提出此方法的理論基礎，其基本

觀念在於對散射體內部及外部電、磁場可以由多個散射體內部或外部

的展開中心做多重多極子展開(multiple multipole expansion )，並引入

第一類 Bessel 函數以及第二類 Hankel 函數作線性疊加而成，展開項



的未知係數則透過在散射體表面取點並嚴格的滿足邊界條件求得。至

於展開中心的位置及數目，主要由散射體的幾何形狀來決定；關於這

部份，我們將在第三章中做詳細的討論。 

根據多重中心展開法，考慮空間中存在著包含有實心與殼-核之

散射體共q顆，如下圖所示。 

 

 

 

 

假設第β顆散射體為實心散射體，如下圖所示， 
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則該顆散射體內部的電、磁場 f
βE 與 f

βH ，可以由沿著該散射體邊界
1

Sβ

外面之 0p 個展開中心作展開，表示如下： 

 ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 01

ˆ
p

f
n n n n

n

k
b c

jβ

η
β α α α α

β β β β
α ηβωμ = =−

= +∑ ∑H N N  ( )2.47  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 01

ˆ
p

f
n n n n

n
b cβ

η
α α α α

β β β β
α η= =−

= − +∑ ∑E M M  ( )2.48  

其中， 0 01,2,..., pα = 。而 0η 與 0p 分別為沿著該散射體邊界
1

Sβ 外面之

展開中心的展開階數以及所有展開中心之數目； ( )
0

0

ˆ
n
α

βM 、 ( )
0

0

ˆ
n
α

βN 、 ( )
0

0n
α

βM

及 ( )
0

0n
α

βN 為該散射體中第 0α 個展開中心的基底函數。用下標 ( )β 來表

示該散射體本身的材料常數，而 ( )
0

0nbα
β 、 ( )

0

0ncα β 為該基底函數所對應之

展開係數。散射體外部之電磁散射場 sE 、 sH ，則必須由每一個沿著

各個散射體邊界
1

Sβ 裡面之 1p 個展開中心作展開，並且疊加這些展開

中心的貢獻，如下圖所示。 
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則 sE 、 sH 可由下式表示： 

 ( )

( )
( ) ( )

1

1 1
1 1

0
0 0

10

t
s

n n
n

k
a

j

η
α α

α ηωμ = =−

= ∑ ∑H N  ( )2.49  

 ( ) ( )

1

1 1
1 1

0 0
1

t
s

n n
n

a
η

α α

α η= =−

= −∑ ∑E M  ( )2.50  

其中， 1,2,...,tα = 、 1t p q= × 。而 1η 與 t 分別為沿著各個散射體邊界
1

Sβ

裡面之展開中心的展開階數以及所有展開中心之數目； ( )1 0n
αM 、 ( )1 0n

αN 為

散射體中第α個展開中心的基底函數。用下標 ( )0 來表示外域的材料

常數，而 ( )1 0naα 為該基底函數所對應之展開係數。 

若第β顆散射體為核-殼散射體，如下圖所示。 
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之 11p 個展開中心作展開，表示如下： 

 ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )11 11

11 11 11 11

11 11 11 11
11 11 111

ˆc

c c c c

c

p
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n n n n
n
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η
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α ηβωμ = =−

= +∑ ∑H N N  ( )2.51  
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ˆ
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p
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n n n n
n

f g
η

α α α α
β β β β β

α η= =−

= − +∑ ∑E M M  ( )2.52  

其中， 11 111,2,..., pα = 。而 11η 、與 11p 分別為沿著該散射體內表面邊界

2
Sβ 外面之展開中心的展開階數以及所有展開中心之數目；而 ( )

11

11

ˆ
cn

α
βM 、

( )
11

11

ˆ
cn

α
βN 、 ( )

11

11 cn
α

βM 及 ( )
11

11 cn
α

βN 為該散射體中第 11α 個展開中心之基底函數。

用下標 ( )cβ 來表示該散射體核心之材料常數，而 ( )
11

11 cnf
α

β 、 ( )
11

11 cngα
β 為該基

底函數所對應之展開係數。至於散射體之殼層部分電磁場 shell
βE 、

shell
βH ，可以由沿著該散射體外表面邊界

1
Sβ 外面之 0p 個展開中心與內

表面邊界
2

Sβ 裡面 22p 個之展開中心作展開，表示如下： 
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其中， 0 01,2,..., pα = 、 22 221,2,..., pα = 。而 0η 與 0p 分別為沿著該散射



體邊界
1

Sβ 外面之展開中心的展開階數以及所有展開中心之數目，而

( )
0
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ˆ
sn

α
βM 、 ( )

0

0

ˆ
sn

α
βN 、 ( )

0

0 sn
α

βM 及 ( )
0

0 sn
α

βN 為該散射體中第 0α 個展開中心之基底

函數；而 ( )
0

0 snbα
β 、 ( )

0

0 sncα β 為該基底函數所對應之展開係數。至於 22η 與 22p

則分別為沿著該散射體邊界
2

Sβ 裡面之展開中心的展開階數以及所有

展開中心之數目，而 ( )
22
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ˆ
sn

α
βM 、 ( )

22
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ˆ
sn

α
βN 、 ( )

22

22 sn
α

βM 及 ( )
22

22 sn
α

βN 為該散射體中第

22α 個展開中心之基底函數，而 ( )
22

22 sndα
β 與 ( )

22

22 sneα β 為該基底函數所對應之

展開係數。用下標 ( )sβ 來表示該散射體之殼層的材料常數。 

散射截面積與吸收截面積 

經由多重中心展開法建立一符合散射體邊界條件的線性聯立方

程組，利用奇異值拆解法拆解該超定矩陣，至此求得各個展開係數。

得到展開係數後，利用各個基底的疊加可算出近場的電磁場分佈，另

外，亦可求得散射體的散射截面積與吸收截面積，藉由散射截面積、

吸收截面積與波長的關係，則可得到金屬奈米粒子的共振波長。對於

空間中多顆散射體而言，如圖 2 5− 所示；總散射體的散射功率

(scattering power) sp 與吸收功率(absorption power) ap 可定義為： 

 ( )1 Re
2

c

ss s

s

p d
⎧ ⎫⎪ ⎪= × ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ E H s  ( )2.71  
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P d
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∫ E H s  ( )2.72  

其中，
s

H 為 sH 之共軛複數； i s= +H H H ， 12 13 1n...cS S S S= ∪ ∪ ∪ 。



而總散射體的散射截面積(scattering cross section, SCS) sC 與吸收截面

積(absorption cross section, ACS) aC 可定義為： 

 s i
sC p S=  ( )2.73  

 a i
aC p S=  ( )2.74  

 { }1 Re
2

ii i
kS = × ⋅E H e  ( )2.75  

其中， iS 為時間平均玻因亭向量(time-averaged Poynting vector)，而 ke

為入射平面波之波傳方向。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 



三.數值模擬:平面波入射 
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考慮 20nma = 、 20nmb = 及 0.01nmc = ，模擬半徑 20nmr = 之二維圓金奈米粒

子，平面波入射角與水平軸夾 o0 。(a)散射體中的展開中心數目及相對位置。(b)
考慮散射截面積與波長的關係，其共振波長為517nm。(c)、(d)分別為共振波長

下，散射體表面電磁場數值解與解析解的比較。 
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         (a)固定 10nma = 及 10nmb = 的條件下，藉由改變細桿長度 10c = 、20
及30nm以得到細長比分別2、3及 4，搭配平面波入射角與水平軸夾

o0 、 o45 與 o90 的情形。(b)入射角為 o0 時，其散射截面共振波長分別為

524、533及551nm，以及吸收截面共振波長分別為509、520及
533nm。(c)入射角為 o45 時，其散射截面共振波長分別為523、533及
551nm，以及吸收截面共振波長分別為507、519及532nm。(d)入射角

為 o90 時，其散射截面共振波長分別為513、512及512nm，以及吸收

截面共振波長分別為493、491及490nm。 
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        10nma = 、 10nmb = 及 20nmc = 之二維細桿形金奈米粒子，平面波入

射角與水平軸夾 o0 ，散射截面共振波長533nm ， 153.5365 10 rad/sω = ×

時，奈米粒子的相對介電係數為 ( 4.765,2.309)− ，其表面電磁場(a)、(b)，

以及全域電場(c)，全域磁場(d)。 
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短、長軸半徑分為10nm、30nm之二維橢圓金奈米粒子，平面波入射角與水平軸

夾 o0 ，散射截面共振波長533nm， 153.5365 10 rad/sω = × 時，奈米粒子的相對介

電係數為 ( 4.765,2.309)− ，其表面電磁場(a)、(b)，以及全域電場(c)，全域磁場(d)。 
 
 
 
 
 
 
 
 



0 90 180 270 360
theta

-4

-2

0

2

4

left scatter
Re(Et)
Re(Dn)
Re(Hz)

right scatter
Re(Et)
Re(Dn)
Re(Hz)

0 90 180 270 360
theta

-4

-2

0

2

4

left scatter
Im(Et)
Im(Dn)
Im(Hz)

right scatter
Im(Et)
Im(Dn)
Im(Hz)

 

-30 -20 -10 0 10 20 30
-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

60

0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
1.6
1.8
2
2.2
2.4
2.6
2.8
3
3.2
3.4

-30 -20 -10 0 10 20 30
-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

60

-30 -20 -10 0 10 20 30
-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

60

-30 -20 -10 0 10 20 30
-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

60

0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
1.6
1.8
2
2.2
2.4
2.6
2.8
3
3.2
3.4

-30 -20 -10 0 10 20 30
-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

60

 
        兩顆 10nma = 、 10nmb = 及 20nmc = 之二維細桿形金奈米粒子，間隔

距離為 5nm ，平面波入射角與水平軸夾 o0 ，在散射截面共振波長

526nm ， 153.5836 10 rad/sω = × 時，奈米粒子的相對介電係數為

( )4.278,2.447− ，其表面電磁場(a)、(b)，以及全域電場(c)，全域磁場(d)。 

 

 
 
 
 
 
 



 


