
假設一任意軸對稱的固體粒子在牛頓流體中進行熱泳運動，而在皮克列數

(Peclet number) 很小的情況下，主導溫度分佈的能量方程式可以簡化成 Laplacian 

的形式 

 02 =∇ T ,   01
2 =∇ T . (1) 

方程式中的T及 1T 分別是流體中及粒子內部的溫度。 

在溫度的邊界條件方面，假設在粒子的表面處，法線方向的熱傳導連續，而

流體與粒子的溫度不連續，其差值正比於法線方向的溫度梯度；又距離粒子很遠

的流體溫度是線性分佈的，且在粒子內部的溫度是有限的值。上述的邊界可以表

示為 
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在這裡n是在粒子表面的單位法線向量，l是氣體分子的平均自由徑， tC 是溫度

躍遷係數， pS 代表粒子表面的位置，而 0T 及G描述線性分佈的溫度。 

在流場方面，假設 Knudesen number 很小，Knudesen layer 很薄的情況，流

體的速度及壓力分別以 v及 p表示，而在低雷諾數情況下的流體運動可以 Stokes 

equations 描述 

 p∇=∇ v2μ ,   0=⋅∇ v . (5) 

假設粒子熱泳速度為U而且以角速度Ω轉動、氣-固表面流體速度有熱滑移

及摩擦滑移，因此在粒子表面的流體速度邊界條件可表示為  
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而且流體在無窮遠處是靜止的 

 0=∞→rv  (7) 

方程式(11)中， sC 是熱滑移係數定義於方程式(2)中， mC 是摩擦滑移係數，而粒

子表面切線方向的溫度梯度 nn)(s ⋅∇−∇=∇ TTT 。另外，作用於粒子表面切線

方向的張力向量為 
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在這個式子中， )(vσ 是張力的張量。 

    利用上述的溫度主導方程式(1)及溫度的邊界條件(2)-(4)後，我們就可以得到

粒子周圍及內部的溫度分佈，接下來利用速度的主導方程式(4)及邊界條件(6)和

(7)，連同已經解出來的溫度分佈，解出流體的速度分佈及粒子熱泳速度 U。以

下分別介紹些微變形球體的熱泳速度以及周圍流場及溫度場之求解。 

 

些微變形球體的熱泳—對形變變數 ε展開至一次及二次 

 

現在有一偏離球形不遠的粒子在有一均勻的溫度梯度下流體中進行熱泳運

動。這個粒子的表面 pS 在球座標 ),,( zr θ 下可以表示成 
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裡面的 ε是表示形變程度的無因次的參數，由於只考慮些微形變的情況，因此其

值遠比 1 還小，此時 ε的高次項可以忽略，而 1f 及 2f 是只與角度相關的函數而與 

ε無關。 

利用方程式(9) 我們可以求得垂直於粒子表面的單位向量n並依 ε次方數整

理 
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令滿足溫度主導方程式(1)的粒子周圍溫度T及內部溫度 1T 為 

 Θ+= ∞TT ,   Λ+= ∞TT1 , (11) 

在這裡 ∞T 是不受擾動的溫度分佈，即方程式(4) ，而Θ及Λ滿足Laplace equation，

是 solid spherical harmonics 的和 
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    將方程式(15) 代入邊界條件(6)-(8) ，得到 
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其中 kkk /1
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*
t = . 

   若將溫度場對 ε展開可以用下面的式子表示 

 ...)2(2)1()0( +Θ+Θ+Θ=Θ εε ,   ...)2(2)1()0( Θ+Θ+Λ=Λ εε  (16) 

明顯地， )(iΘ 及 )(iΛ 都滿足 Laplace equation 及方程式(16)，這裡 0=i ，1 或 2。 

   假設 0ε ， 1ε ， 2ε 彼此線性獨立，將方程式(10)，(11)及(16)代入邊界條件(13)

後，並依照ε 的冪次不同整理成三組邊界條件 
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在這裡 iS ， iQ ，其中 0=i ，1 或 2，是整理出來的函數，除了方程式右式已經

列出的變數以外， iS ， iQ 也是 *k 及 *
tC 的函數。從上面的式子來看，裡面的 r不

是代入粒子表面的值，即方程式(9) ，而是代入 a，這是因為可以將 r對 ar = 展

開。 

現在邊界條件(17)的右式都是已知的，因此可以解 )0(Θ 及 )0(Λ 。然而在這之

前，我們利用了Θ及Λ是 spherical harmonics 的性質，因此，邊界條件(17)-(19)

也可以表示為 
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這裡 i可以是 0，1 或 2。由方程式(12)，(20)，以及 spherical harmonics 的性質，

我們可以將 )(i
nΛ ， )(i

nΘ 以下式表示 
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因此，結合邊界條件(17)及(20)，我們可以得到 )0(
nL 及 )0(

nN ，進而由方程式(21)

得到 )0(
nΛ ， )0(

nΘ ，此時，代回方程式(11)及(16)，就知道溫度場展開到ε 零次的結

果，即球形粒子的溫度分佈。有了 )0(
nΛ ， )0(

nΘ ，邊界條件(18)的右式就可求得，

因此可得到 )1(
nL 及 )1(

nN ，再利用方程式(24)得到 )1(
nΛ ， )1(

nΘ ，此時可以得到溫度場

展開到ε 一次的結果。同理，我們最後也可以得到 )2(
nΛ ， )2(

nΘ ，也就得到了溫度

場展開到ε 二次的結果。 

    在得到了溫度分佈以後，就可以求速度分佈。從速度的主導方程式(5)，也

就是 Stokes equations，速度的通解可以表示為 
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在這裡， nϕ ， nχ ， np 是 n 次的 solid spherical harmonics，當速度 v對ε 展開時，

nϕ ， nχ ， np ，以及 v的函數 )(vσ (在方程式(8)中) 也對應展開，此外，熱泳速

度U及角速度Ω也對ε 展開，結果都可用方程式(16)表示，只是裡面的函數換成

v， nϕ ， nχ ， np ，σ， U或Ω。相同的，我們將速度的邊界條件(6)對ε 展開

後整理出式子 
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1 或 2。 

    如果令方程式(23)-(25)的左式為A，即 τμ PvA )/( *
maC−= ，則根據 spherical 

harmonics function 的性質可以得到 
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將方程式(8)，(22)代入(26)-(28)得到下列關係式 
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    現在，用類似之前解溫度分佈的步驟，利用方程式(22)-(31)，就可以分別解

出 )0(v ， )1(v ， )2(v ，也就得到了流體的速度分佈。 

    又已知粒子受到流體的 drag force 及力矩(torque) 為 
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而F及T也可以對ε 展開得到類似方程式(16)的形式。 

    現在，假設粒子自由懸浮於流體之中，則所受之 drag force 及力矩為零，因

此 
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    如果將方程式(33)與剛才的(22)-(31)一起解的話，就可以得到 )0(U ， )1(U ，

)2(U ，也就得到熱泳速度U 展開至ε 二次的解。 

     

    在結果呈現的部分，我們可以求近球形的橢球，包括長橢球及短橢球的熱泳

速度，溫度梯度G在對稱軸方向(假設為 z 軸方向)，所以 zE eG ∞−= ，其中 ∞E 為

正值。橢球的方程式在圓柱座標( z,,φρ )可以表示成  
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其中 )1( ε−= ab 。從方程式(34)來看，當變形參數 0=ε 時式是指半徑 a的球形，

而當 0>ε 時是長橢球， 0<ε 時是扁橢球。 

    如果把方程式(34)以球座標表示，再對變形參數ε 展開至二次，代入方程式

(9)後就求得橢球表面的單位法線向量，再用前面的式子及邊界條件，最後求得

溫度分佈，流體速度分佈以及橢球的熱泳速度對ε 展開至一次及二次的結果。要

注意的是，由於橢球是軸對稱的原因，所以不用考慮φ的影響。 

     

    在研究當中，預計可能遭遇的困難將會是對變形參數展開到二次的推導，尤

其是在邊界條件方程式的部分，即方程式(19)及(25)，相較於展開至一次來說，

這裡的計算很容易發生錯誤，原因是除了要算的式子十分的繁雜以外，將 r對

ar = 展開的過程中可能有所疏忽。可能的解決方法是不要直接進行熱泳的推導，

先從邊界可滑移的橢球垂直於對稱軸的緩流運動開始做起，等到確定沒有問題後

再進一步分析熱泳問題。 

 

 


